FUNCIONES EXPONENCIALES 71.1-7.1.6

En estas secciones, los alumnos generalizaran lo que han aprendido sobre las
progresiones geométricas para investigar funciones exponenciales. Los alumnos
estudiardn funciones exponenciales de forma y = ab" y observaran multiples
representaciones de funciones exponenciales, incluyendo gréficos, tablas, ecuaciones, y
contextos. También aprenderdn a pasar de una representacion a otra. Los alumnos
aprenderdn que el valor de a es el “valor inicial” de la funcién—a es el punto de corte con
el eje y o el valor de la funcién cuando x = 0. b es el crecimiento (multiplicador). Si

b > 1 la funcién aumenta; si b es una fraccion entre 0 y 1 (es decir, 0 < b < 1), entonces la
funcién disminuye (decae). En este curso no se toman en cuenta los valores de b < 0.

Para mas informacidn, consulta los recuadros de Apuntes de matematicas de las
Lecciones 7.1.3 y 7.2.3. Para mas ejemplos y ejercicios de practica, consulta el material
de los Puntos de comprobacion 9 y 10A al final del libro.

Ejemplo 1

LuAnn tiene $500 para abrir una cuenta de ahorro. Puede abrir una cuenta en Fredrico’s Bank,
que paga un interés del 7%, compuesto en forma mensual, o en Money First Bank, que paga un
interés del 7.25%, compuesto en forma trimestral. LuAnn planea no tocar el dinero en la cuenta
por diez afios. ;En qué banco deberia depositar su dinero? Justifica tu respuesta.

Solucidn: la respuesta obvia es que deberia depositar su dinero en el banco que pague mas
intereses en diez afos, pero ;cudl paga mas? En ambos bancos, el capital inicial es $500.
Fredrico’s Bank paga un 7% compuesto en forma mensual, lo que significa que la tasa de interés

es % =~ (0.00583 al mes. Si LuAnn deposita su dinero en Fredrico’s Bank, en un mes tendra:
500 + 500(0.00583) = 500(1.00583) = $502.92.

Para calcular la cantidad al final del segundo mes, debemos multiplicar nuevamente por 1.00583,
lo que resulta en:

500(1.00583)> = $505.85.

Después de tres meses, el saldo es:
500(1.00583)* = $508.80.

Esto sucederd cada mes por diez afios, que son 120 meses. Después de 120 meses, el saldo sera:
500(1.00583)!0 = $1004.43.

Observa que esta tltima ecuacion es una funcién exponencial en forma y = ab”, donde y es la
cantidad de dinero en la cuenta y x es la cantidad de meses (en este caso, 120 meses). a = 500 es
el valor inicial (en O meses), y b = 1.00583 es el multiplicador o la tasa de crecimiento mensual
de la cuenta.

El ejemplo continiia en la pdgina siguiente—
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Capitulo 7

Continuacion del ejemplo de la pdgina anterior.

En el caso de Money First Bank debemos realizar un cdlculo similar. Este banco paga una tasa
de interés mayor, 7.25%, pero solo la calcula y compone trimestralmente (es decir, cuatro veces
al afio o cada tres meses). Por lo tanto, cada trimestre el banco calcula un interés de

00725 = 0.018125. Al final del primer trimestre, LuAnn tendra:

4
500(1.018125) = $509.06.

Después de diez afios (40 trimestres) LuAnn tendra:

500(1.018125)% = $1025.69.

Observa que esta tltima ecuacion es una funcién exponencial en forma y = ab”, donde y es la
cantidad de dinero en la cuenta y x es la cantidad de trimestres (en este caso, 40 trimestres).
a =500 es el valor inicial (en O trimestres), y b = 1.018125 es el multiplicador o tasa de
crecimiento trimestral de la cuenta.

Ya que Money First Bank le pagaria aproximadamente $21 mas en concepto de intereses que
Fredrico’s Bank, deberia depositar su dinero en Money First Bank.

Ejemplo 2

La mayoria de las casas aumentan de valor a tasas variables, dependiendo de su ubicacidn,
tamafio y otros factores. Pero si una casa es alquilada, el Servicio de Impuestos Internos (IRS)
permite al propietario asumir que su valor se depreciard. Supdn que una casa que cuesta
$150,000 estd alquilada y se deprecia a una tasa del 8% anual. ;Cual es el multiplicador que
permite calcular cudl sera el valor de la casa después de un afio? ;Cual serd el valor de la casa
después de un ano? ;Cual serd su valor después de diez afios? ;Cudntos afios pasardn hasta que
la casa valga la mitad de su precio de compra? Dibuja un grafico de esta situacion.

Solucién: a diferencia de los intereses, que aumentan un valor, la depreciacion lo disminuye.
Después de un afio, el valor de la casa serd 150000 — 0.08(150000), que es igual a 150000(0.92).
Por lo tanto, el multiplicador es 0.92. Después de un afio, el valor de la casa sera

150000(0.92) = $138,000. Después de diez afios, el valor serd 150000(0.92)!? ~ $65,158.27 .

Esta dltima ecuacion es una funcién exponencial en forma y = ab”, donde y es el valor de la casa
y x es la cantidad de afios. a = 150000 es el valor inicial (en O afios),y b =0.92 es el
multiplicador o factor de crecimiento (en este caso, de decaimiento) anual.

Para hallar el momento en el que la casa valdré la mitad de su precio de compra, debemos
determinar en qué momento el valor de la casa serd de $75,000. Acabamos de calcular que,
después de diez anos, el valor de la casa sera menor de $75,000, asi que esto se produce en
menos de diez afios. Para ayudarte a responder esta pregunta, crea una tabla con los valores de la
casa para ver su depreciacion.

El ejemplo continiia en la pdgina siguiente —
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Continuacion del ejemplo de la pdgina anterior.

En la tabla o el grafico podras ver que la casa valdrd la mitad de su precio de compra después de
8 afios.

Nota: puedes escribir la ecuacién 75000 = 150000 - 0.92%, pero no adquirirés el conocimiento
matematico necesario para resolver esta ecuacion y hallar el valor de x hasta mas adelante.

Sin embargo, puedes usar la ecuacion para hallar un valor mas exacto: intenta reemplazar x por
distintos valores para que el valor de y se acerque mas y mds a $75,000. Después de
aproximadamente 8.313 afios, el valor de la casa serd cercano a $75,000.

Afos |Valor de la casa

1 138000 oo

2 126960 ]

3 11680320 IS

4 107458.94 2 ] .

5 98862.23 5 1000007 .

6 90953.25 > 800007 .
7 83676.99 600007

8 76982.83 40000

9 70824.20 20000 | |

Ejemplo 3

Escribe una ecuacion que represente la funcion descrita en la siguiente tabla;

Semana | Peso del cultivo de
bacterias (g)

1 756.00
793.80
3 833.49

La funcién exponencial tendré la forma y = ab”, donde y es el peso de un cultivo de bacterias y x
es la cantidad de semanas transcurridas. El multiplicador, b, del peso del cultivo de bacterias es
1.05 (porque 793.80 + 756 = 1.05 y 833.49 +793.80 = 1.05, etc.). El punto inicial, a, no estd
dado, porque no sabemos cudnto pesaba el cultivo en la Semana 0. Sin embargo, ya que el peso
aumenta a razén de 1.05 por semana, sabemos que (1.05) - (peso en la Semana 0) = 756.00 g. El
peso en la Semana 0 es 720 g, asi que a = 720. Ahora podemos escribir la ecuacion:

y=720- 105,

donde y es el peso del cultivo de bacterias (g), y x es el tiempo transcurrido (semanas).
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Capitulo 7

Problemas

1.  En siete afos, el hijo de Seta, Stu, dejard su casa para ir a la universidad. Seta espera poder
ahorrar $8000 para pagar su primer afio de estudios. Actualmente tiene $5000 y encontrd
un banco que paga un interés del 7.75%, compuesto diariamente. A esta tasa, ;tendra el
dinero que necesita para el primer afio de estudios de Stu? De no ser asi, /cudnto mas
dinero necesitara?

2. Hace ocho afios, Rudi pens6 que realizaba una gran inversién al comprar $1000 en
acciones de Pro Sports Management. Lamentablemente, su inversion se deprecio a una
tasa constante del 15% anual. ;Cuanto valen sus acciones ahora? Justifica tu respuesta.

3. Hallala ecuacion de las funciones exponenciales representadas en las tablas a continuacion
en forma y = ab".

a. . ) b. . y
0 1600 1 40
1 2000 2 32
2 2500 3 1256
3 3125

4.  El nuevo balén Bamo Super Ball tiene una tasa de rebote de 0.97. Si dejaras caer el balon
desde una altura de 125 pies, ;qué altura alcanzara con el décimo rebote?

5. Halla la ecuacion de las funciones exponenciales representadas por los graficos a
continuacién en forma y = ab".

a. b.
YA
Y T120
+2
0,3)
/ ) K

iy : (.

X -1 Y X

6. Fredrico’s Bank te permitird decidir la frecuencia con la que computard tus intereses, pero
con algunas restricciones. Si tus intereses son computados anualmente, seran del 8%. Si
son computados trimestralmente, serdn del 7.875%. Si son computados mensualmente,
seran del 7.75%. Si son computados semanalmente, serdn del 7.625%. Si son computados
diariamente, seran del 7.5%. (Cual es el mejor trato? Justifica tu respuesta.

X . .,
7.  Investiga completamente el grafico de la funcién y = (%) +4 . Para més informacién
sobre como describir completamente el grafico de una funcion, consulta la seccion
Descripcidn de funciones (Lecciones 1.1.3 a 1.2.2) incluida en esta Guia para padres con

prdctica adicional.
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Respuestas

1.

82

Si, para ese momento tendra unos $8601.02. La tasa diaria es O'g% =~0.000212329 . Siete
afios son 2555 dias, asi que $5000(1.000212329)*>° = $8601.02.

Ahora solo valen aproximadamente $272.49.
a. y=1600(1.25)" b. y=50(0.8)"
Unos 92.18 pies.

a.y=3(3)" b. y=40(3)"

La mejor forma de resolver este problema es elegir cualquier monto y ver como aumenta
en el curso de un afio. Si tomamos $100, después de un afo, un interés del 8% compuesto
en forma anual arrojard $108. 7.875% compuesto en forma trimestral arrojard $108.11.
7.75% compuesto en forma mensual arrojard $108.03. 7.625% compuesto en forma
semanal arrojard $107.91. 7.5% compuesto en forma diaria arrojard $107.79. La mejor
opcidn es el pago de intereses compuestos en forma trimestral.

Esta es una funcién continua y no lineal (curvada). Tiene un punto de corte con el eje y en
(0, 5) y no tiene ningtn punto de corte con el eje x. El dominio son todos los valores reales
de x, y el rango son todos los valores reales de y > 4. Esta funcidn tiene una asintota
horizontal en y = 4, y no tiene ninguna asintota vertical. Es una funcién exponencial.
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Capitulo 7

EXPONENTES FRACCIONARIOS

Un exponente fraccionario es equivalente a una expresion con raices o radicales.
Para x 0, xa/b = (xa)l/b =4/xa o xalb — (xl/b)a — (l\)/;)a .

Los exponentes fraccionarios también pueden ser usados para resolver ecuaciones con
exponentes. Para mds informacion, consulta el recuadro de Apuntes de matematicas de la
Leccion 7.2.2.

Ejemplo 1

Reescribe las siguientes expresiones en forma de radical y simplificalas, de ser posible.

a. 16°* b. (-8)%°
Solucién:
a. 165/4 ) 16°/4
= (1614 =(16%)4
_ 416y = (1,048,576)"4
— (2)5 = \4/1,048, 576
=32 =32
b.  (-8)?3 o (-8)*3
1/3
:((_8)1/3 )2 :((_8)2)
1/3
_ ( 3_g )2 =(64)
_3
e _ Y&
=4 =4
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Ejemplo 2

Simplifica las expresiones dadas a continuacion. Las respuestas no deben contener paréntesis ni
exponentes negativos.

a (144x71%)12 b (—8"7y3 j_m

X

Si usamos la Propiedad de potencia de los exponentes, la Propiedad de los exponentes negativos,
y la Propiedad de los exponentes fraccionarios:

1/2 -1/3 1/3
/ 8x7y3 _ X
: X 8x7y3

_12
%6

a. (144x12)2 = ()16%

~———
[on

44
12

W

Ejemplo 3
Resuelve las ecuaciones a continuacion y halla el valor de x.
a. x' =42 b.  3x?=132

Solucion: al igual que en muchas otras ecuaciones, debemos aislar la variable (despejarla), y

luego eliminar el exponente. Esto requerird que usemos una de las Propiedades de la potencia:
b ab

(x"? =x".

a. x7 — 42 b 3x12 = 132
INUT 117 12
(xHV7 = (42) =132
W) = (42)1/7 2 =44
xb = (42)V7 (x12)12 = (44)112
x=1.706 x = (44)112
x=*1.371

El altimo célculo requiere que calculemos la raiz cuadrada de 42 en el punto (a) y la raiz
duodécima de 44 en el punto (b). Observa que solo hay una respuesta para el punto (a), donde el
exponente es impar, pero hay dos respuestas (£) para el punto (b), donde el exponente es par.
Las raices pares siempre producen dos respuestas, una positiva y una negativa. Si el problema es
una situacion del mundo real, asegurate de que tanto el resultado positivo como el negativo
tengan sentido antes de incluir ambas soluciones en tu respuesta. Tal vez debas desestimar una
de las soluciones para que tu respuesta sea factible.
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Capitulo 7

Problemas

Convierte las expresiones a continuacion a su forma de radical y luego simplificalas.
1 (64" 2. 1677 3. (2n'”?

Simplifica las siguientes expresiones tanto como sea posible:

1/2 -3 2/3;,-3/4,7/8
87 12\3/4 5 144772575 6. aZb > "c’’®
4. (16a°b) (163470 S VRIS VESN L

Resuelve las siguientes ecuaciones y halla el valor de x:
7. x*=65536 8. -5x°=2 9. =9

10. (%)le 11. 2(3_}(—5)4:512 12. 24x—1 —4

Halla el error en cada una de las soluciones a continuaciéon. Luego halla la solucién correcta.

3. 4x+7)° =1392 14, 54542 —(3r-1
(x+7)% =348 54x+2 o | 53x-1
x+7=58 4x+2=203x-1)
x =51 4x+2=6x-1
3=2x
x=15
Respuestas
1. ({64) =16 2. ==y 3. ¥-27=-3
4 8a45p° 5 12 6 acdl4
: . . e
7 x=4 8. x==2 9 X:—%
10. x=0 11. x=3 12. x=3

13.  Ambos lados deben ser elevados a % (o debe calcularse su raiz sexta), no divididos por
seis. x =—4.35.

14. Yaque 5y 10 no pueden ser escritos como la potencia de un mismo ndmero, la tinica
forma en la que puedes resolver la ecuacion por ahora es adivinando y verificando valores.
x=11.75. Sino obtuviste esta respuesta, no te preocupes. La idea del problema es que
halles el error. Hay un segundo error: el 2 no fue distribuido en la cuarta linea.
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CURVA DE AJUSTE

Los alumnos escribirdn una ecuacion de forma y = ab” que atraviesa dos puntos dados
(las ecuaciones de esta forma tienen una asintota en y =0.)

Para mas informacidn, consulta el recuadro de Apuntes de matematicas de la Leccion
9.3.1. Para mas ejemplos y ejercicios de practica, consulta el material de los Puntos de
comprobacion 9y 10A.

Ejemplo 1
Halla una ecuacion para una funcién exponencial que atraviesa los puntos (0, 8) y (4, % ).

Solucidén: substituye x e y por las coordenadas de cada par de puntos en la ecuacion general.
Luego resuelve el sistema resultante de dos ecuaciones para hallara y b.

y = ab* y=ab*

Ya que (x,y) = (0,8) Yaque (x,y)= (4, ),
8 =ab" %=ab4

Ya que b° =1,

8=a(l), o

a=38.

Si substituimos a =8 en la primera ecuacién por % =ab* de la segunda ecuacion,

%=ab4
Pero,a =28,
1=28p*
i ="
4%:454
1=b

Ya que hallamos los valores de a y b, ahora podemos escribir la ecuacion:
y=8()"
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Capitulo 7

Ejemplo 2

El Club Leopardo fue presentado en Internet en el afio 2000. En 2004 tenia 14,867 “leopardos”
(miembros). En 2007, la poblacion de leopardos habia aumentado hasta 22,610. Modela estos
datos con una funcion exponencial y usa el modelo para predecir cudl sera la poblacion de
leopardos en 2012.

Solucién: podemos llamar al aio 2000 nuestro afio cero, o x = 0. Entonces, 2004 es x =4,y el
afio 2007 serd x = 7. Esto nos da dos puntos de datos, (4, 14867) y (7, 22610).

Para modelar con una funcién exponencial, usaremos la

> . - . y=ab* y=ab*
ecuacion y = ab” y substituiremos las variables por los pares
coordenados para obtener un sistema de dos ecuaciones. 14867 = ab* 22610 = ab’
A fin de usar el Método de igualacion de sistemas de 14867 = ab® 22610 = ab’
ecuaciones para resolver el sistema de ecuaciones,
debemos reescribir ambas ecuaciones en forma “a =" a= 148467 a= 226710
b b

Entonces, si aplicamos el Método de igualacion de sistemas de ecuaciones,

14867 _ 22610 Dadas las ecuaciones anteriores,

bt b7
14867
1486707 = 22610b* a= T
£=22610 Yaqueb=1.15,
b* 14867 . 14867
b3 = % (1.15)%
a~8500
313 _ /22610
\/b_ =3 14867
b=1.15

Ya que a = 8500 y b = 1.15 podemos escribir la ecuacion: y = 8500 - 1.15", donde y representa la
cantidad de miembros y x representa la cantidad de afios desde 2000.

Usaremos la ecuacidn con x = 12 para predecir la poblacién en 2012.
y=_8500(1.15)"

y=28500(1.15)2
y= 45477

Suponiendo que la tendencia continda hasta el afio 2012 como lo ha hecho en el pasado,
predecimos que la poblacion para 2012 sera de 45,477.
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Problemas

Halla las ecuaciones de funciones exponenciales con asintotas en y =0 que atraviesen cada uno
de los siguientes pares de puntos:

I. (0,6)y(@3,48) 2. (1,21) y (2, 147)
3. (-1,72.73) y (3,106 .48) 4. (—2,351.5625)y (3,115.2)

5.  Enun frio dia de invierno, la temperatura exterior alcanzé los 0 °C. Karen se prepar6 una
taza de chocolate y la llev6 afuera, donde debia cortar algo de madera. Sin embargo,
decidio realizar un pequefio experimento cientifico en lugar de beber su chocolate.
Colocé un termdmetro en el chocolate y lo dej6 a su lado mientras trabajaba, y anot6 los
tiempos y lecturas del termdémetro incluidos en la siguiente tabla:

Tiempo desde la primera 5 10 12 15
lectura
Temperatura (°C) | 24 41° | 8.51° | 5.58° | 2.97°

Halla la ecuacion de una funcién exponencial de forma y = ab® que modele estos datos.

Respuestas
1. y=60Q)
2. y=3(7)

3. y=80(1.1)"
4. y=225(0.8)"

5.  Las respuestas variaran, pero deberian ser cercanas a y = 70(0.81)".
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